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Trazados fundamentales

0s puntos medios de las anistas de un cubo se encuentran en la superfice de una esfera cuyo cen-
tro es el mismo que el del cubo y con didmetro igual a su diagonal de cara. El cubo secciona a
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[ LUGARES GEOMETRICOS EN EL PLANO

Lugar geométrico es &l conjunto de puntos del plano que cumpien
una determinada propiedad.
En el ibro de 1° de Bachillerato se trataron una sere de lugares

1.1. Lugar geométrico de los puntos del plano que se
encuentran a la misma distandia d de otro dado A

Los puntos que cumplen esta propedad se encuentran en ks aroun-
ferencia de centro el punto dado A y radio k2 distancia indicada d.
Estos puntos son centro de las drounferencias de radio d que pasan
por el punto dado A.

1.2. Lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de otros dos dados Ay B

Los puntos que cumplen esta propiedad se encuentran en 2 mediaore
del segmento defirado por los puntos A y 8. Estos puntos son centro
de las arcunferencias que pasan por los puntos dados Ay 8.

1.3. Lugar geométrico de los puntos del plano que se
encuentran a una distanda dada d de una rectadadar
Los punitos que cumplen esta propeedad se encuentran en as paraielas
a la recta dada r a la distancia indicada d

Estos puntos son centro de las drcunferencias tangentss 3 k recta
r, de radio la distanda d.

1.4. Lugar geométrico de los puntos del plano que equi-
distan de dos rectas dadas

Los puntos que cumplen esta propiedad se encuentran en las bsecinces
de los angulos formados por ambas rectas. Si las rectas dadas son
paralelas, la bisectriz &5 la paralela media (mediatrz del segmento
de perpendicular comprendido entre ambas rectas).

Estos puntos son centro de las circunferencias tangentss 3 ambas
rectas.

1.5. Lugar geométrico de los puntos del plano que se
encuentran a una distanda dada d de una drounferenca
Los puntos que cumplen esta propiedad se encuentran en ia arcun-
ferencia concéntnica con |2 dada y de radio 8+d, y 9 d &s menor que
R, también en la drcunferencia de radio R-d. S =R, entonces 8-d=0
y esta segunda drcunferencia se reduce 2 un punto, & centro de ia
arcunferenda dada.

Estos puntos son centro de las circunferencias de radio d tangentes
exteriores o intenores 2 la dada_

1.6. Lugar geométrico de los centros de las draunferendias
tangentes a una recta r, en un punto T

Los puntos Que cumpien esta propiedad S& encuentran en una perpen-
dicudar 3 13 recta por & punto T de tangendia.

1.7. Lugar geométrico de los centros de las draunferencias
tangentes a otra dada, en un punto T

Los puntos que cumplen esta propiedad se encuentran en la recta
definida por el centro de la drcunferencia y & punto T de tangencia.

1.8. Lugar geométrico de los puntos del plano desde los
que se ve un segmento AB bajo un éngulo dado a

Se dice que desde un punto P se ve un segmento AS, bajo un angulo
@ cuando al trazar desde P las visuales que pasan por los extremos
Ay 8 oel segmento forman en P el angulo a. Los puntos del plano
que cumplen esta propiedad se encuentran en el arco capaz
milﬁod&q‘oaya\msn&immd

. CONSTRUCCION DEL ARCO CAPAZ DE UN
SEGMENTO AB BAJO UN ANGULO DADO «

Su centro se encuentra en & corte de Iz mediatnz del segmento con
2 semamecta, que pasando por uno de los extremos del segmento,
forma con éste un angulo igual 3 90™-a De los dos arcos posibles,
en = caso de gue 90-a sea positivo, el gue s& encuentra en &l mismo
lado gue & centro (respecio al segmento) es el correspondiente al
anguio a (arco APB), y el del lado contrario (arco AQB) el correspon-
dente a su suplementano (Fig. 1). S 90°-a es negativo, el arco
comespondients al angulo a es & gue se encuentra en el lado contranio
a centro, respecto del segmento.

Aeco capaz de o

Asco capaz de 90
{semickcunierencia)




El arco capaz y su simétrico respecto al segmento forman el lugar  2*. Dibujar un paralelogramo del que se conoce el lado AB=50 mm,
geamétrico completo de kos puntos del plano desde los que se ve el angulo de las diagonales, comespondiente a ese lado, de 1307,

AE hajo el éngulo a (Fig. 2). y el punto P proyeccian del centra O sobre AF, siendo AP=35
- mm (Fig. 4).
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Ser difga, mediante o arco capar, o ridngulo ADE.
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licaciones del arco capaz | LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS DEL PLANO

rco capaz se aplica en la construccidn de triangulos en los gue DESDE LOS QUE SE VE UNA ORCUNFERENCIA DADA

un lado y el dngulo opuesto, ¥ en base a esto situar puntos BAJO UN ANGULD o«

el plano, dibujar cuadriliteros partiendo de trisngulos en los gue

58 descomponen, etc El angulo en um punto P del lugar geométrico buscado, seglin se
aprecia en la figura de andliss, es circunsonito a la drounferencia y

Ejemplos: mide e”. El lugar geométrico buscado es la drcunferenda concénitrica

1%, Dibujar un tridngulo del que s conoce el lado 3= 35 mm, 4ngulo  con la dada que pasa par P

E: 507 y Angulo .j.= 35" (Fig. 3).

Figura de andlisiz



Pasas:

1" Por un punio artatrano A (de la drounferencia) se raza una recta
tangente (Fig. 5).

2* Con wértice un punto arbitrano de la tangente, se dibuga & angulo
@y su bisectriz.

3* Por O se dibuja una paralela a la bisectriz determinando sobe 2
tangente &l punto P por & que pasa la drounferendia pedida.

LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS MEDIOS DE
LAS CUERDAS QUE PARTEN DE UN PUNTO F DE UNA
CORCUNFERENCIA DADA

Teniendo en cuenta gue la mediatrz de una ouerda pasa por & cenmo
de la cirounferencia, las cwerdas y las perpendiculares a ellas por O
wmmmmmmmmﬁymmc:um
M1,M2,M3.etc.,mrhiq.|eellga'gemﬂui3:paifahcinn
ferencia de diametro OF arco capaz del segmento OF bapo angulo
de 907, {Fig. 6).

Por otra parte, se cbsena que las dos arcunferencias se relackonan
mediante una homotecia de centro Py raztn 172 5 redizamos una
homotecia de la cirounferencia dada, de centro P y razon 1/3, s
cbtendria la arcunferenda lugar geométnoo de los puntos de las
cuerdas que distan 1/3 de su longitud del punto P
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LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS MEDIOS DE
LAS CUERDAS QUE PASAN POR UN PUNTOD FINTERIOR
A UNA CIRCUNFERENCIA DADA

lgual que en el epigrafe anterior, el lugar geométrico pedido es la
dircunferencia de didmetro OF arco capar del segmento OF bajo
angulo de 90* (Fig. 7).

LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS MEDIOS DE UN
SEGMENTO DADO, DE LONGITUD d, AL DESLIZAR SUS
EXTREMOS SOBRE DOS5 RECTAS PERPENDICULARES

El trigngulo formado por las dos rectas v el segmenta AE (Fig. 8)
siempre es rectangulo en P lo que implica que P =PAL=FM=__=d2.
Es decir, la distancia del punto medio A, del segmento A_B, al punto
P de corte de las rectas es constante e igual a df2, por lo gue el lugar
geométricn pedido es la arounferencda de centro Py radio ai2.

LUGAR GEDIE':—I'HIED DE LOS PUNTOS MEDIOS DEL
SEGMENTO PA, SIENDO A UN PUNTO CUALQUIERA
DE UNA RECTA ry P UN PUNTO FUO EXTERIOR A r

Por el teorema de Tales, los segmentos determinados por un haz de
rectas paralelas equidistantes sobre rectas oblicuas son iguales. Es
diedir, el lugar geométrico pedido es una recta paralela a ry equidistante
de Py r{Fig. 9).

Por ofra parte, se observa gue las puntos medics A y extremos A se
relacionan mediante una homateda de centro Py razin 142
Modificando |a razin de la homotedia se obtendran puntos con ofras
relaciones de distancias a los extremos de los segmentos A



5e ha die tener en cuenta que la distanda de O, centro de s croun-
terencia dada, a las infinitas cuerdas de igual longitud es Sempre 2
misma, distancia (M {M es el punto medio de la cuesds), luego &
lugar geométrico pedido es otra crounferenda conceéntmica con
dada y de radio el segmento O (Fig. 10).
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LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS MEDIOS DE
LAS CUERDAS DE IGUAL LONGITUD DE UNA ORCUN-
FERENCIA DADA

Fag. 10

LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS DEL PLANO
CUYA RAZON DE DISTANCIAS A DOS PUNTOS DA-
D05 AY B SEA CONSTANTE E IGUAL A pig

kdimammmmmﬁ.pm
Las bisecirices intenor y extenior en C (perpendicularss por Tatarss
de angulos adyacentes) cortan e segmento AS y 5u prolongacion

en Dy E(FRg. 11).
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El lugar geométrico de los puntos C es una dnounferencia de
didmetro DE, ya que las bisecnices en C de los mangulos ABC

{siepdo C un punto de la drcunferendal forman un mangulo S
g

rectingulo en C de hipotenusa DE.
AD _AF x
BD  BE L

iL LUGARES GEOMETRICOS EN EL ESPACIO

Lugar geométrico es el conjunto de puntos del espacio gue oumplen
una determinada propiedad.

10.1. Lugar geométrico de los puntos del espacio gue se
encuentran a una misma distanda d de un punto dado A
El lugar geométrico pedido es una esfera de centro A y radio o



Fig- 14

10.2. Lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de otros dos dados Ay B

El lugar geométrico pedido (Fig. 12) es el plano perpendicular & seg-
mento dado AB por su punto medio (plano mediatriz).

10.3. Lugar geométrico de los puntos del espacio que se
encuantran a una misma distancia d de una recta dada r
El lugar geométrico pedido (Fig. 13) es una superfice dlindrica de
revoducidn de radio d.

10.4. Lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de tres puntos dados no alineados

El lugar geométrico pedido (Fig. 14) es una recta r perpendicular al
pana definido por los puntos dados y que pasa por el drouncentro
(interseccidn de las mediatrices) del mangulo que definen.

10.5. Lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de una drcunferencia

El hugar geométrico pedido es una recta r perpendicular al plano que
contiene a la arounferenca y que pasa pof suU CEntro.



Ii CUADRILATERO INSCRIPTIBLE

Un cuadnldtero esta nsaito en wna drounferenda cuando s CuSio
vértices son puntos de la misma.

Por ser ay fi angulos inscritos, se cumple gue valen ks mitad del cen-
tral que abarca &l mismo anco.

Comao 2e+2f = 3607, se cumple que a+fi = 180°, es deor, que los
angulos opuestos de un cuadrilatero NGO en una orrunfeenca
son suplementarnios (Fig. 15).

Para que un cuadrildtero sea inscriptible a una drounferenca ha de
ocurmir que dos dngulos opuestos sean suplementanos.

17! RECTAS ANTIPARALELAS

[hos rectas ry 5 son antiparalelas respecto a otras dos o y v ouando
los Amgulos @ son iguales.

Es dedir, cuando el anguio de r respecto de una de ellas (por ejemploc
la v} es igual al que forma la 5 con la otra recta, la u (Fg. 16).

El angulo B s suplementano del a, v por tanto, & cusdristen fome-
dio por rectas antiparalelas es nscriptible en una arcunferenda.

E| ORCUNFERENCIAS QUE PASAN POR LOS EXTREMOS
DEL SEGMENTO AE Y CORTAN A LOS LADOSa Y b
DEL TRIANGULD AVE SEGUN CUERDAS PARALFLAS

Los cuadrildteros ABRC, Dy yﬂpiwfmirm,ﬁda LN, £ UN3
drcunferencia por lo gue bos dngulos C y O han de ser suplementanos
de A, y por la misma razan [y y D, suplementancos de 8.

Es decr, E,: liy ﬁ1= El,. por lo gue los segmentos ﬁ!.y {Tﬂ,i.m
paralelos (Fig. 17).

Fig 15
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Fig. 16

Fig. 17



j_:_ CUADRILATERO CIRCUNSCRIPTIBLE

Un cuadrilitero estd circunsorito a una circunferendia cuando sus
cuatro lados son tangentes a la misma (Fig. 18).

Para que un cuadrildtero sea drounsaiptible a una drcunferencia ha
die oourrir que las sumas de las longitudes de lados opuestos coincidan.
AB+{D=BC+DA=asb+crd

1~ ANGULO DE DOS CIRCUNFERENCIAS

Angulo de dos drounferencias es el que forman las tangentes a ambas
en un punto comin (Fig. 19).

5i las tangentes en un punto comadn a dos drcunferencias forman
90", se dice que las arcunferencias se cortan ortogonalmente (Fig.
20). Coma la perpendicular a una tangente en &l punto de tangendia
pasa por el centro de la arounferencia, en el caso de drounferencias
ortogonales cada tangente pasa por el centro de la oira drounferenda.

5i las tangentes en un punto coman a dos circunferencias forman
07, las tangentes coanciden y las arcunferencias son tangentes, inte-

riores o extenores, entre =i (Fig. 21).

5i el Angulo de las tangentes es 20, las dnounferencias seran secantes.

Fig. 19
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& ctividades complementarias

-

1

m2

m3

m4

m5

vy

Indica y define otros lugares geométricos no estudiados.

Indica cusdl es el lugar geométrico de bos puntos ouya suma de distandias a otros dos puntos fijos es constante.
Indica cwal es el lugar gecmémico de bos punios ouya diferenda de distancas a oiros dos puntos fijos es constante.
Indica los cuadnliteros que son siempre inschptibles.

Indica los cuadnlateros que son sempre crounscripibles.

Dietermina y justifica e lugar geométnion de los puntos del plano que son centro de las arounferencias gue se oortan ortogonalments
con otra dada en un punto de esta.




